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Bogotá, 2020
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de acoplamiento delresonador. (d) Micrograf́ıa electrónica del DQD
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te el DQD [con su contacto de fuente (S) y drenaje (D)], acoplado
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nuas). µA,B representan los potenciales electroqúımicos que permiten
el intercambio de electrones. Imágenes tomadas de [33]. . . . . . . . . 8
2-3. Representación y imagen SEM de un qubit de flujo superconductor.
(a) Esquema de un qubit de flujo superconductor de tres uniones
Josephson, donde se inducen corrientes persistentes ±Ip. (b) Imagen
SEM en falso color de un qubit de flujo (verde) rodeado por un dc-
SQUID. Los recuadros rojos punteados marcan las posiciones de los
cruces Josephson del qubit. Imagen tomada de [44] . . . . . . . . . . . 10
2-4. (a) Esquema del campo de ondas estacionarias que se forma entre dos
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puntos cuánticos dobles separados y acoplados a un mismo resonador.
Los contactos electrónicos, fuente (S1,2) y salida (D1,2), permiten ma-
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4-2. Diagonalización numérica para la variedades pares (0-2) y variedades
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resonador-QS. Los parámetros son iguales a la figura 4-5. . . . . . . . 45
4-7. El panel (a) representa las etapas del protocolo y en el panel (b) se
evidencias los efectos de este protocolo en el número medio de exci-
taciones. Panel (c) representa la esfera de Bloch para un intervalo de
tiempo del QS. En (d) para un tiempo de almacenamiento se calcula
el estado del resonador. En el panel (e) se muestra la evolución de la
fase del DQD y en (f) el estado final del DQD. Los parámetros son
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Resumen
Español
Recientes desarrollos experimentales logrados en sistemas cavidad-qubit en electro-
dinámica cuántica de circuitos, abren la puerta para potenciar propiedades cuánticas
para la implementación de nuevas arquitecturas cuánticas emergentes. Dentro de es-
tas propiedades interesantes se encuentra la comunicación a distancia entre sistemas
cuánticos de dos niveles o qubits mediados por fotones, con el propósito de codificar
y transmitir información. Motivado por esto, en este trabajo se estudian dos sistemas
cuánticos h́ıbridos (semiconductores y superconductores), con el fin de cuantificar el
grado de entrelazamiento entre qubits y determinar la robustez de la transferencia
de información mediada por una cavidad (o resonador) en diferentes reǵımenes de
acoplamiento radiación-materia: régimen fuerte y ultrafuerte, donde el fuerte ocurre
cuando la interacción radiación-materia es menor a las frecuencias del qubit-cavidad
y el ultrafuerte cuando la frecuencia de interacción es cercana a las frecuencias na-
turales del sistema. El primer sistema estudiado es una molécula de doble punto
cuántico semiconductor acoplado a una misma cavidad en el régimen fuerte y el
segundo sistema se diferencia en que se reemplaza un qubit semiconductor por uno
superconductor y, además, éste se encuentra en el régimen de acoplamiento ultra-
fuerte con la cavidad. En particular, se encontró que el grado de entrelazamiento
qubit-qubit en el estado estacionario del primer sistema es alto en comparación con
el segundo sistema, donde el entrelazamiento decae rápidamente. Por el contrario,
para procesos de transferencia cuántica de estados, el acople ultrafuerte tiene un
mayor grado en la transferencia que el acople fuerte. Finalmente, en el segundo
sistema se demostró que es posible heredar el comportamiento de un régimen de
acoplamiento ultrafuerte de un qubit a otro, mediante la interacción con la luz.
Palabras clave: Electrodinámica cuántica de circuitos, sistemas cuánticos h́ıbri-
dos, entrelazamiento qubit-qubit, transferencia cuántica, régimen de acopla-
miento fuerte y ultrafuere.
xvi Lista de figuras
English
Recent experimental developments achieved in cavity-qubit systems in circuit quan-
tum electrodynamics, open the door to enhance quantum properties for the imple-
mentation of new emerging quantum architectures. Among these interesting pro-
perties is the communication at a distance between two-level quantum systems or
photon-mediated qubits, with the purpose of coding and transmitting information.
Motivated by this, this work studies two hybrid quantum systems (semiconductor
and superconductor), in order to quantify the degree of entanglement between qubits
and to determine the robustness of information transfer mediated by a cavity (or
resonator) in different radiation-matter coupling regimes: strong and ultra-strong
regime, where the strong regime occurs when the radiation-matter interaction is less
than the frequencies of the qubit-cavity and the ultra-strong when the interaction
frequency is close to the natural frequencies of the system. The first studied system
is a semiconductor double quantum dot molecule coupled to the same cavity in the
strong regime and the second system differs in that a semiconductor qubit is repla-
ced by a superconductor and furthermore, the latter is in the regime of ultra-strong
coupling with the cavity. In particular, it was found that the degree of qubit-qubit
entanglement in the steady state of the first system is high compared to the second
system, where entanglement declines rapidly. In contrast, for quantum state transfer
processes, ultra-strong coupling has a higher degree of transfer than strong coupling.
Finally, in the second system it was shown that it is possible to inherit the behavior
of an ultra-strong coupling regime from one qubit to another, through interaction
with light.
Keywords: Circuit Quantum Electrodynamics, Hybrid Quantum Systems, Qubit-
Qubit Entanglement, Quantum Transfer, Strong Coupling Regime, and UltraS-
trong Coupling Regime.
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1. Introducción
Uno de los grandes avances de la ciencia y la tecnoloǵıa en el siglo pasado fue
la invención de los circuitos integrados. El progreso continuo en la fabricación, la
alta demanda de computadores potentes y la rápida miniaturización (sobre todo
transistores) de dispositivos semiconductores dio lugar a la era de la computación
actual. A medida que disminúıa el tamaño de los transistores, también lo haćıa el
número de portadores de carga involucrados en los procesos de transporte y, en
consecuencia, los avances de transistores de un solo electrón se realizaron en una
gran variedad de sistemas: metales [1], superconductores [2] y heteroestructuras
de semiconductores [3]. En estos tipos de dispositivos semiconductores, conocidos
como puntos cuánticos (QD, por sus siglas en inglés), es posible confinar y manipular
electrones individuales en un entorno de estado sólido, dando lugar a una amplia
gama de fenómenos que no se suelen observar en los dispositivos semiconductores
comerciales incluso si las dimensiones del dispositivo son similares.
A principios de la década de 1980, se comenzó a investigar sobre la generalización de
los conceptos de la ciencia de la información en sistemas cuánticos, dando origen a
la idea de una computadora cuántica [4, 5]. El campo del procesamiento de informa-
ción cuántica inspiró a demostrar teóricamente que ciertos problemas matemáticos
pod́ıan resolverse mucho más rápido utilizando una computadora cuántica en lugar
de una computadora clásica [6-8].
Los qubits juegan un papel importante como elementos de construcción de las
computadoras cuánticas, por esta razón, en la década de 1990 se lograron enor-
mes avances en implementaciones f́ısicas de los qubits: óptica cuántica con iones
atrapados [9-11], resonancia magnética nuclear [12] y sistemas de electrodinámica
cuántica de cavidades (cQED) [13-15]. Sin embargo, cualquier implementación tiene
que cumplir con los criterios de DiVincenzo [16], que establecen una lista de condi-
ciones para construir un ordenador cuántico [17]. En los sistemas antes mencionados,
las moléculas, iones o átomos de Rydberg juegan el papel de qubits microscópicos.
Por un lado, estos tipos de qubits pueden aislarse de manera bastante eficiente del
entorno y, en consecuencia, estas configuraciones se caracterizan por tener largos
tiempos de coherencia. Por otro lado, carecen de un buen potencial de escalabilidad.
Por ende, en términos de aplicaciones a gran escala de muchos qubits, los enfoques
de estado sólido que incluyen puntos cuánticos [18, 19], centro nitrógeno-vacante en
el diamante [20, 21] y qubits superconductores (QS) [22, 23], son los candidatos más
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prometedores.
Asimismo, debido a que la computación cuántica y el procesamiento de la infor-
mación cuántica son campos relativamente nuevos en la f́ısica moderna, es dif́ıcil
predecir qué enfoque tendrá éxito. Aunque todav́ıa está muy lejos del ambicioso ob-
jetivo de cambiar la computación actual por computadoras cuánticas, se han logrado
avances revolucionarios en la comprensión de la compleja interacción de los sistemas
mecánicos cuánticos. En este sentido, esta tesis se enfoca en el estudio de interacción
radiación-materia en algunos tipos de sistemas escalables y por consiguiente, en la
siguiente sección introducimos el estado del arte de las dos áreas que se enfocan
al estudio de fenómenos de interacción entre qubits y mediadores de interacciones
(fotones).
1.1. Electrodinámica cuántica de cavidades y
circuitos
La transferencia de información y entrelazamiento entre sistemas cuánticos separa-
dos son un requisito esencial para las arquitecturas de información cuántica. Por
lo cual, estas arquitecturas se pueden lograr aprovechando la interacción entre los
fotones como portadores móviles o veh́ıculos de información y estados cuánticos de
la materia. La interacción o el acoplamiento entre estados de materia es posible
mejorar significativamente mediante el uso de cavidades o resonadores que confi-
nan los fotones y áıslan el átomo del entorno, proporcionando un campo de fotones
cuantificado que altera fuertemente sus propiedades radiativas.
Los procesos de interacción entre la radiación y la materia han sido un tema princi-
pal de estudio de la transferencia de información y en general en f́ısica. En 1936, uno
de los primeros intentos de explicar los resultados de los experimentos fue el modelo
de Rabi (RM) [24], que describe la interacción más simple entre la luz y la materia.
En su forma semiclásica, esto sólo incluye el acoplamiento dipolar de un modo del
campo y un sistema de dos niveles (TLS) atómicos cuya división de enerǵıa está
cerca de la frecuencia del modo. En 1960 se dio un importante paso para describir
la interacción radiación-materia con la invención del láser, permitiendo manipular
la radiación en experimentos donde se requiere una gran coherencia y monocroma-
ticidad. Después surgió un subcampo de la óptica cuántica en la década de 1970,
conocido como cQED, donde se estudia la interacción entre la luz confinada en una
cavidad reflectante y los átomos u otras part́ıculas, en condiciones donde la natura-
leza cuántica de los fotones de luz es significativa. Concretamente se implementó con
cavidades ópticas y de microondas acopladas a átomos [25, 26]. Aśı pues, la cQED
pronto se extendió a sistemas de estado sólido como puntos cuánticos incrustados
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Figura 1-1.: Esquema del circuito (a) y micrograf́ıa óptica (b) del chip con dos
transmones (cúbots) acoplados por una cavidad de microondas. La
cavidad está formada por una gúıa de ondas coplanar (azul claro)
interrumpida por dos condensadores de acoplamiento (recuadros color
violeta). Los dos transmones ( recuadro rojo y verde) se encuentran
en los extremos opuestos de la cavidad, donde el campo eléctrico tiene
un antinodo. Imagen tomada de [29].
o embebidos en cavidades micropilares semiconductoras [27], donde los estados de
carga en el sistema de estado sólido forman un TLS que imita al átomo natural. En
el 2004, otro desarrollo en el campo fue la aparición de circuitos QED, que estudia
la f́ısica de la óptica cuántica en el régimen de los fotones de microondas emplean-
do circuitos superconductores como átomos artificiales [28]. Esta implementación
es particularmente prometedora para aplicaciones de información cuántica, ya que
facilita la ingenieŕıa de los parámetros del sistema y promete escalabilidad. En la
figura 1-1, se muestra una de las arquitecturas superconductoras más prometedoras
para el procesamiento de información cuántica en un chip, donde desarrolló una
ĺınea de transmisión superconductora (bus cuántico), para acoplar indirectamente
dos qubits superconductores en lados opuestos de un chip, demostrando que esta
interacción permit́ıa la transferencia coherente de estados cuánticos entre los qubits.
Conviene subrayar que tanto en experimentos de cQED y de circuitos QED, la
dinámica átomo-fotón está bien descrita por el modelo de Jaynes-Cummings(JC) [30],
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que es un modelo juguete obtenido de la aproximación de onda rotativa (RWA) de la
versión cuántica del modelo de Rabi (QRM). Esencialmente el modelo JC describe el
acoplamiento dipolar de un TLS al modo cuantificado de un campo electromagnéti-
co y, además, si la tasa de interacción g átomo-fotón es mayor que la tasa de escape
de fotones de la cavidad κ y la tasa de emisión del átomo γ, el sistema entra en
el llamado régimen de acoplamiento fuerte (SC). No obstante, cuando g se convier-
te en una fracción significativa de las frecuencias desnudas del sistema (cavidad y
qubit), en el QRM los términos anti-rotativos empiezan a aportar, permitiendo la
creación o aniquilación simultánea de excitaciones tanto del átomo como del modo
en la cavidad. Aśı, esto da origen al régimen conocido como régimen de acoplamiento
ultrafuerte (USC). En particular, este régimen es dif́ıcil de alcanzar en cQED, pero
recientemente se logró obtener en sistemas de cavidad-qubit superconductores [31,
32].
Actualmente se ha descubierto que los puntos cuánticos semiconductores definidos
eléctricamente son una alternativa para implementar compuertas de dos qubit, ya
que son altamente sintonizables y exhiben tiempos de coherencia largos [33, 34].
Varios trabajos han mostrado el potencial de las arquitecturas de circuitos QED
h́ıbridos [35], es decir, circuitos cuánticos que involucran puntos cuánticos semicon-
ductores y resonadores de microondas superconductores en el régimen de SC [36,
37]. Al mismo tiempo, todav́ıa hay preguntas abiertas sobre cómo lograr el entre-
lazamiento y transferencia cuántica de estados a través de interacciones mediadas
entre qubits de semiconductores separados. Estos logros experimentales abrieron la
puerta para empezar implementar circuitos h́ıbridos con qubits de diferentes natu-
ralezas acoplados a un resonador superconductor. P. Scarlino y colaboradores [38],
demostraron experimentalmente un acoplamiento coherente entre un qubit supercon-
ductor y un qubit de carga semiconductor de doble punto cuántico (DQD) mediado
por un fotón (resonador), como se muestra en la figura 1-2. Este resultado abre
las posibilidades de empezar a combinar reǵımenes de acoplamiento, es decir, régi-
men de USC (qubits superconductores) y régimen de SC logrados tanto en qubits
superconductores y semiconductores acoplados a un mismo resonador.
1.2. Propósito y estructura de la tesis
El principal objetivo de esta tesis es investigar sobre propiedades cuánticas y efectos
dinámicas en sistemas de cavidad-qubit desde el régimen de acoplamiento fuerte
hasta el régimen de ultrafuerte. Espećıficamente, basados en logrados experimentales
en circuitos QED mostrados en la sección anterior, se estudian dos sistemas cuánticos
h́ıbridos bajo diferentes escenarios de acoplamiento radiación-materia. En primer
lugar, se estudia las propiedades de entrelazamiento qubit-qubit y transferencia de
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Figura 1-2.: Muestra experimental y diagrama de circuito simplificado. (a) Micro-
graf́ıa óptica de color falso del dispositivo que muestra el sustrato (gris
oscuro), las estructuras superconductoras que forman el plano de la
tierra (gris claro), los cables del DQD (amarillo), el resonador (rojo),
fuente de excitación externa (verde), el transmon (naranja), su reso-
nador de gúıa de onda coplanar de lectura (azul) y la ĺınea de flujo
(violeta). b) Vista ampliada del área de la muestra encerrada por la
ĺınea discontinua azul en el panel (a). (c) Vista ampliada del lado
de acoplamiento delresonador. (d) Micrograf́ıa electrónica del DQD
que muestra sus compuertas superiores electrostáticas (gris claro) y
la compuerta acoplada al resonador (rojo). (e) Micrograf́ıa electrónica
del transmon. (f) Diagrama de circuito que muestra esquemáticamen-
te el DQD [con su contacto de fuente (S) y drenaje (D)], acoplado
capacitivamente al resonador, que a su vez está acoplado al transmon.
Imagen tomada de [38].
estados en un sistema de dos puntos cuánticos semiconductores laterales acoplados
a un mismo resonador en el régimen de SC. En segundo lugar, para un sistema de un
DQD y un QS acoplados a un mismo resonador, se analiza la herencia del régimen
de acoplamiento del USC del QS al DQD e igualmente, se evalúan las propiedades de
entrelazamiento QS-DQD y transferencia de estados cuánticos. Para lograr esto, la
tesis se organiza de la siguiente manera: en el caṕıtulo 2 se elabora un marco teórico
general que consta de los aspectos principales sobre los qubits, cavidad, modelo de
sistema cuántico abierto y propiedades de coherencias cuánticas.
6 1 Introducción
En el caṕıtulo 3, consideramos un sistema h́ıbrido de DQDs que interactúan con
un resonador en el régimen de SC. Se investiga sobre la preparación de estados
entrelazados DQD-DQD mediados por fotones reales o virtuales es factible cuan-
do el resonador opera en un régimen de sobre-acoplamiento externo y en el estado
estacionario. Para ello, realizamos un análisis del grado de entrelazamiento en el sis-
tema basado en cuantificadores de entrelazamiento como el criterio de concurrencia
y tomograf́ıa del estado. En particular, nuestras simulaciones tienen en cuenta el
escenario experimental actual y se presta especial atención al coeficiente de refle-
xión, ya que es experimentalmente accesible. Nuestros hallazgos revelan que cuando
las enerǵıas de dos qubits están cerca de la resonancia, el coeficiente de reflexión se
convierte ineqúıvocamente en un testigo de entrelazamiento en el sistema. Por otro
lado, se estudia sobre la capacidad de este sistema de transferir estados cuánticos
de un QDD otro mediado por fotones. Nuestros resultados abren el camino para
lograr el control del entrelazamiento y transferencia de estados en las interacciones
de corto y largo alcance entre qubits semiconductores eléctricos.
Para finalizar, basado en los resultados obtenidos en el caṕıtulo anterior, en el caṕıtu-
lo 4 se investiga el régimen de USC para potenciar propiedades de entrelazamiento
y transferencia cuántica de estados cuando el sistema está compuesto por un QS
acoplado a un resonador en el régimen ultra-fuerte y un DQD está acoplado en
un régimen fuerte. Se analiza como las auto-enerǵıas y auto-vectores evidencian la
herencia de las propiedades de acoplamiento por paridades al sub-sistema en SC
por medio del resonador. Luego, en el escenario de una condición inicial de cero
excitaciones y cero fotones, se analiza cómo el número medio de fotones y excita-
ciones experimenta excitaciones debido a un “bombeo” producto de los términos
anti-rotativos. Por último, se evalúa como el entrelazamiento entre los qubits se ve
drásticamente afectado y en cambio, la transferencia de estados cuánticos se hace
más robusto.
2. Fundamentos teóricos generales
A continuación, se introducen los elementos teóricos necesarios para comprender de
forma general los fenómenos y modelos utilizados en los caṕıtulos 3 y 4 de resulta-
dos. En espećıfico, se describe los qubits semiconductores, qubits superconductores,
cavidades y modelos que permiten describir sistemas cuánticos abiertos y propie-
dades cuánticas de cualquier sistema cuántico. También, se explican los diferentes
reǵımenes trabajados en la tesis, con el fin de aclarar los diferentes escenarios de
acoplamiento radiación-materia y reǵımenes acoplamiento por fuentes externas de
excitación.
2.1. Doble punto cuántico semiconductor
Figura 2-1.: (a) Punto cuántico con estructura lateral y (b) con una geometŕıa
vertical. Imagen tomada de [34].
Los puntos cuánticos son regiones (o islas) de heteroestructuras semiconductoras
donde el movimiento de los electrones está confinado en las tres dimensiones es-
paciales. Particularmente, cuando el tamaño de estas regiones de confinamiento es
comparable a las longitudes de onda de los electrones, dicho sistema muestra el
comportamiento de un espectro de enerǵıa discreto, similar a los átomos naturales.
Debido a esto, los puntos cuánticos en algunas ocasiones son llamados “átomos ar-
tificiales”. En la figura 2-1, se muestra dos tipos de puntos cuánticos controlados
y confinados electrónicamente: puntos cuánticos laterales y puntos cuánticos verti-
cales. Los puntos se representan con pequeños discos conectados o acoplados por
unas barreras (fuente y drenaje), con el fin de intercambiar electrones. Una revisión
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sobre los puntos cuánticos verticales se puede encontrar en la referencia [39]. A con-
tinuación, nos enfocaremos en los puntos cuánticos laterales, debido a sus ventajas
en el control en los parámetros relevantes en el proceso de fabricación y facilidades
de sintonización [34]. Como se muestra en la figura 2-1(a), aplicando voltaje en
estos depósitos, podemos medir las propiedades electrónicas del punto, examinando
la corriente producida. El punto también está acoplado a un electrodo que se usa
para ajustar el potencial electrostático del punto con respecto a los depósitos. Los
puntos cuánticos más populares para estudios experimentales se construyen a partir
de heteroestructuras de GaAs y AlGaAs.
En particular, cuando se construye un TLS en puntos cuánticos laterales, se ha
encontrado que los DQD son más fácilmente sintonizables como TLS que un único
QD [40], por esta razón, los desarrollos experimentales están enfocados a dobles
puntos cuánticos. En los DQD un electrón puede ocupar el punto cuántico izquierdo
o derecho. Aśı, en la base del estado de carga, los estados correspondientes están
dados por |L〉 y |R〉 con enerǵıas E1 y E2, correspondientes a las frecuencias ε1 y
ε2, respectivamente (ver figura 2-2a). La desintonización de la enerǵıa entre estos
Figura 2-2.: (a-b) Diagramas esquemáticos de un TLS. (a) Niveles de enerǵıa des-
nudos E1 y E2 (ĺıneas continuas), y niveles de enerǵıa pertenecientes
al estado “bounding”, EB, y al estado de “anti-bounding”, EA. (c-
e) Diagramas del estado “bounding” con la función de onda ΨB y la
enerǵıa EB (ĺınea punteada inferior), y el estado “anti-bounding” con
la función de onda ΨA y la enerǵıa EA (ĺınea punteada superior), en
combinación con las enerǵıas desnudas E1 y E2 del DQD (ĺıneas conti-
nuas). µA,B representan los potenciales electroqúımicos que permiten
el intercambio de electrones. Imágenes tomadas de [33].
niveles se denota ∆E = E1 − E2 y en general, cuando es una cantidad positiva
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grande, E1  E2, el estado |R〉 forma el estado base, mientras que, cuando es
negativo, E1  E2, el estado |L〉 forma el estado base del DQD, como se puede
deducir de la figura 2-2b. El acoplamiento por tunelamiento t entre los puntos,
debido a la asistencia fotónica del tunelamiento (PAT), genera la deslocalización de
los electrones de modo que, las funciones de onda (ΨA y ΨB) se extienden sobre
ambos puntos y los estados de los puntos cuánticos acoplados pueden interpretarse
como moléculas artificiales, que exhiben estados de tipo molecular, en los que el
acoplamiento interatómico conduce a una hibridación de los niveles de enerǵıa [33].
Aśı, los estados de “bounding” y “anti-bounding” resultantes, ilustrados por los
niveles de enerǵıa en las figuras 2-2(c-e), forman un sistema mecánico cuántico de
dos niveles adecuado para experimentos de circuito QED.
Espećıficamente vemos en la figura 2-2(c), que cuando se aplica radiación de mi-
croondas con una frecuencia tal que hf = ∆E∗ = 2|t12|, los electrones se bombean
desde el QD de la izquierda al derecho y viceversa. Dado que la función de onda de
“bounding” y ‘anti-bounding” se distribuye por igual entre ambos puntos, no hay
corriente neta. Sin embargo, si se desintonizan los niveles (|∆E∗| > 0), se distribuye
asimétricamente como se muestra en las figuras 2-2 (d) y (e). Además, se genera
una corriente neta, debido a que se aplica una radiación de microondas que iguala
la enerǵıa de desintonización hf = ∆E∗. Finalmente, es importante mencionar que
para frecuencias hf < 2|t12|, no es posible PAT [33].
En general, se define el Hamiltoniano del DQD acoplado por tunelamiento en la base
de estados de carga (|L〉, |R〉) y usando ~ = 1 [41, 42]:
H = 1
2
(∆E τz − 2t12τx) , (2-1)
donde τz y τx son los operadores de Pauli en la base de estados de carga. Después










4t2 + ∆E2 es la separación de enerǵıa entre los estados h́ıbridos,
es decir, la enerǵıa del qubit y ahora el operador de Pauli es definido en la base de
auto-estados σz = |e〉〈e| − |g〉〈g|. La diagonalización corresponde a una rotación en
el eje y del qubit, donde σz = τz cos θ − τx sin θ y σx = τz sin θ + τx cos θ.
2.2. Qubit de flujo superconductor
Un qubit de flujo (originalmente llamado qubit de corriente persistente Josephon)
es un circuito superconductor construido por tres junturas Josephson1, donde dos
1Es un dispositivo que consta de dos superconductores separados por una capa aislante muy
delgada.
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uniones tienen un área A y la tercera es más pequeña por un factor de α, como
se muestra en la figura 2-3(a). La figura 2-3(b) muestra una imagen SEM de un
qubit de flujo rodeado por un detector dc-SQUID (direct-current superconducting
quantum interference device: magnetómetro altamente sensible). Esta tercera jun-
tura tiene una corriente cŕıtica menor que los otros dos, de modo que la enerǵıa
potencial del circuito U(ϕα), donde ϕα es la diferencia de fase a través de la unión
más pequeña, tiene un doble pozo bien definido [43]. Los dos mı́nimos del potencial
corresponden a dos valores opuestos de la corriente circulante ±Ip y debido al poten-
cial de confinamiento, el espectro de enerǵıa del circuito es discreto. Las dos escalas
de enerǵıa importantes que determinan las propiedades del espectro de enerǵıa son
la enerǵıa de Josephson EJ y la enerǵıa de carga EC = e
2/2C de las dos junturas
más grandes. La relación EJ/EC y el valor de α se eligen de tal manera que los
dos primeros niveles de enerǵıa estén bien aislados de los niveles de enerǵıa más
altos, formando un sistema cuántico bien definido de dos niveles. Como se mencionó
Figura 2-3.: Representación y imagen SEM de un qubit de flujo superconductor. (a)
Esquema de un qubit de flujo superconductor de tres uniones Joseph-
son, donde se inducen corrientes persistentes ±Ip. (b) Imagen SEM en
falso color de un qubit de flujo (verde) rodeado por un dc-SQUID. Los
recuadros rojos punteados marcan las posiciones de los cruces Joseph-
son del qubit. Imagen tomada de [44] .
anteriormente, los dos estados más bajos se pueden tratar como un sistema de dos
niveles; usando las matrices de Pauli el Hamiltoniano del sistema de dos niveles en la







donde σz = | 〉〈 | − | 	〉〈	 |, σx = | 〉〈	 | + | 	〉〈 |, ε ≡ ε(Φx) = 2IpδΦx es
la enerǵıa magnética del qubit debido a la corriente neta de circulación Ip, δΦx =
2.3 Decoherencia, desfase y relajación 11
φx − Φ0/2 y ∆ es la enerǵıa de tunelamiento entre los dos estados de corrientes.







∆2 + ε(Φ)2 es la frecuencia del qubit superconductor (QS). Ahora,
el operador σz esta definido en función de los auto-estados |e〉 y |g〉 como σz =
























donde el estado excitado |e〉 y el estado base |g〉 del QS son superposiciones simétricas
y antisimétricas de las corrientes persistentes.
2.3. Decoherencia, desfase y relajación













donde φ es la fase del qubit. El tiempo limitado durante el cual φ está bien definido,
es generalmente llamado el tiempo de coherencia T2. Es importante mencionar que,
dos tipos de procesos puede afectar la coherencia del qubit:
Las transiciones entre los estados del qubit, |g〉 ⇒ |e〉 y |e〉 ⇒ |g〉, que co-
rresponden a procesos de excitación (γ⇑) y decaimiento (γ⇓), donde la suma
representa la tasa de decaimiento de qubit, γ1 = γ⇑ + γ⇓.
Debido a las fluctuaciones de baja frecuencia de la enerǵıa qubit, causa una
aleatorización gradual del valor de φ. Este proceso generalmente se conoce
como desfase puro y se caracteriza por una tasa de desfase γφ.
Tanto la relajación como el desfase dan como resultado una decoherencia qubit que






o equivalente con un tiempo de coherencia T2 = 1/γ2.
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2.4. Cavidad: Oscilador armónico eléctrico (LC) y
resonador superconductor
Una cavidad está formada por dos espejos reflectores entre los cuales la luz forma
ondas estacionarias con una estructura de modo discreto dentro de la cavidad, co-
mo se muestra en la figura 2-4(a). En un circuito QED, los elementos del circuito
superconductor forman estructuras resonantes que exhiben un espectro de modo
discreto ahora en el régimen de microondas. A continuación, se muestra cómo se
puede cuantificar y modelar un circuito eléctrico como una colección de osciladores
armónicos. Esta estructura para un modo se puede lograr utilizando una variedad
de arquitecturas: circuitos LC o cavidades 3D. Para los sistemas f́ısicos estudiados
en esta tesis se utilizan parámetros experimentales de un resonador co-planario de
gúıa de onda y un resonador conformado por arreglos de SQUIDs. Ambos tipos de
resonadores deben modelarse utilizando elementos distribuidos, pero se encuentra
que alrededor del modo fundamental los estados de enerǵıa están bien descritos por
el Hamiltoniano de un oscilador armónico eléctrico simple.
El circuito resonante más simple es un circuito LC que consiste en un condensador
(C) y un inductor (L) en paralelo como se muestra en la figura 2-4(b). La corriente
I que pasa a través del inductor está relacionada con el flujo Φ en el capacitor como
I = Φ/L, mientras que el voltaje en el condensador viene dado por V = Q/C = Φ̇.
En analoǵıa con un oscilador mecánico, la enerǵıa almacenada en este circuito oscila
entre el condensador que contribuye una enerǵıa de carga EC = Q
2/2C y el inductor
que tiene una enerǵıa inductiva EL = Φ








donde la cargaQ es la variable conjugada del flujo Φ de acuerdo a ∂L/∂Φ̇ = CΦ̇ = Q.
Aśı, se encuentra el Hamiltoniano del sistema:
H = ∂L
∂Φ̇







Formulando una descripción cuántica del sistema, se introducen los operadores de
cuánticos Φ y Q, los cuales cumplen la relación de conmutación [Φ, Q] = i. Además,
teniendo en cuenta la impedancia del circuito Z = L/C, se reescriben estos opera-
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Figura 2-4.: (a) Esquema del campo de ondas estacionarias que se forma entre dos
espejos en una cavidad óptica. (b) Representación del circuito de un
oscilador armónico LC con inductancia L y capacitancia C. (c) Vista
esquemática y en sección transversal de una gúıa de onda coplanar
(CPW) resonador, donde está definido por un conductor central con
longitud l (flecha blanca) acoplada capacitivamente a los puertos de
entrada y salida.
Los resonadores de gúıa de onda coplanares (por sus siglas en ingles, CPW) super-
conductores, consisten en una pieza de ĺınea de transmisión plana en chip de longitud
L acoplada capacitivamente a una ĺınea de accionamiento y lectura a través de un
puerto de entrada y salida, como muestra en la figura 2-4(c). Una franja de ancho
forma el conductor central de la ĺınea de transmisión y está separado de dos planos
de tierra superconductores por espacios de ancho. La descripción del oscilador LC
anterior trata la capacitancia y el inductor como elementos de circuito discretos o
agrupados. Esta descripción solo es válida si las dimensiones del circuito son mucho
más pequeñas que la longitud de onda de las excitaciones. Para un resonador de
ĺınea de transmisión que t́ıpicamente tiene hasta un cent́ımetro de longitud, esta
suposición no se cumple porque la longitud de onda de las señales de microondas
es comparable al tamaño del dispositivo. Por lo tanto, la ĺınea de transmisión debe











donde es una suma de osciladores armónicos y ωm es la frecuencia en resonancia del
modo.
Ahora, con el propósito de entender los reǵımenes de acoplamiento entre qubits
(materia) y cavidad (radiación) que pueden experimentar, se describe el siguiente
modelo cuántico.
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2.5. Modelo de Rabi cuántico
Para analizar la interacción entre la radiación y la materia en sistemas cuánticos
es crucial distinguir el conjunto de parámetros que la definen. Cada conjunto de
parámetros delimita un régimen cuyo comportamiento está gobernado por la reglas
de la mecánica cuántica y se puede describir con el modelo de cuántico de Rabi
(QRM) [46]. Este modelo describe la interacción entre un modo de luz cuantizado
y un sistema efectivo de dos niveles para la materia:




† + a), (2-13)
donde ωc es la frecuencia de la cavidad, ωa es la frecuencia del átomo (qubit) y g
es la fuerza de la interacción radición-materia. σx,z son los operadores de Pauli del
qubit, mientras que a y a† son los operadores de aniquilación y creación de fotones,
respectivamente. Esta ecuación en general describe el acoplamiento dipolar entre un
TLS, que podŕıa ser un átomo natural o un sistema eficaz de dos niveles diseñado
a partir de un dispositivo de estado sólido, y un modo de campo electromagnético.
Muchos de los experimentos de cQED y circuitos de QED pueden ser descritos por
el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings (JC) [47]; esto es debido a que la intensidad
del acoplamiento y la frecuencia del modo de luz es pequeña con relación a la uni-
dad, g/ωc  1. Por lo cual, usualmente es posible aplicar la aproximación de onda
rotativa (RWA) al QRM. En esta aproximación, los términos antirotativos (CRT)
se desprecian, a†σ(+) y aσ(−), quedando únicamente los términos que conservan la
variedad de excitación en el Hamiltoniano:
HJC = ωca†a+ ωa
σz
2
+ g(a†σ(−) + aσ(+)). (2-14)
El término de interacción en el Hamiltoniano HJC es de tipo de intercambio, lo que
lleva a una conservación del número de excitaciones en el sistema. Esto implica que
solo interactúan estados con el mismo número de excitaciones, lo que lleva a una
diagonalización completa de HJC en subespacios de n número de excitaciones. Por
el contrario, la ecuación (2-13) contiene solo una simetŕıa de paridad (Hamiltoniano
conmuta con el operador paridad, véase apéndice A) y su diagonalización exacta
presenta dificultades (véase referencia [46]).
En general, los diferentes reǵımenes en el comportamiento dinámico que pueden ser
definidos en el QRM en términos de la frecuencia del qubit ωa, la frecuencia de la
cavidad ωc y la constante de interación radiación-materia g son [48]:
Régimen de JC: g  ωc, ωa y |ωc − ωa|  |ωc + ωa|.
Régimen anti JC: g  ωc, ωa y |ωc − ωa|  |ωc + ωa|.
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Régimen de acople ultra fuerte: 0,1ωc < g < ωc (no válido RWA).
Régimen de acople profundo (no válido RWA): g > ωc.
Asimismo, tanto el modelo cuántico de Rabi o de JC, se puede generalizar para dos
o más qubits. En consecuencia, para un sistema de dos qubits, que es de particular











† + a), (2-15)
donde bajo los parámetros del sistema se puede aplicar o no RWA.
2.6. Ecuación maestra
La ecuación maestra es una ecuación aproximada para la evolución temporal del
operador de densidad de un sistema cuántico acoplado a un entorno y general,
para modelar la dinámica de sistemas cuánticos abiertos, ya que tiene en cuenta los
procesos irreversibles de disipación y decoherencia. Por lo tanto, en esta sección se
presenta las aproximaciones más importantes de la ecuación maestra, que permite
modelar un sistema cuántico abierto.
Para un sistema cuántico S acoplado a un reservorio R, el Hamiltoniano esta dado
en la forma general por:
H = HS +HR +HSR, (2-16)
donde HS, HR y HSR son los Hamiltonianos para S, R y interacción S-R. Además,
sea χ
T
el operador densidad total del sistema más el reservorio, la ecuación de




= −i [H,χT ] . (2-17)






U †, U = ei(HS+HR)t. (2-18)
Aśı, se obtiene que
ρ̇
T
= −i [Hint, ρT ] , (2-19)
donde Hint = UHintU
†. La ecuación anterior se puede integrar formalmente, obte-








dτ [Hint(τ), ρT (τ)] , (2-20)
16 2 Fundamentos teóricos generales
e insertando esta expresión en la ecuación (2-19), se obtiene:
ρ̇
T
(t) = −i [Hint(t), ρ̇T (0)]−
∫ t
0
dτ [Hint(t), [Hint(τ), ρT (τ)]] . (2-21)
Estamos interesados en la dinámica del sistema, por lo tanto, se aplica la traza
sobre los grados de libertad del reservorio y aśı, obtenemos la matriz de densidad
reducida del sistema: ρS(t) = TrR [ρT (t)]. Entonces la ecuación (2-21), quedaŕıa de
la siguiente forma:
ρ̇S(t) = −iT rR [Hint(t), ρ̇T (0)]−
∫ t
0
dτ TrR [Hint(t), [Hint(τ), ρT (τ)]] . (2-22)
Ahora, para transformar esta ecuación integro-diferencial en una ecuación diferencial
de primer orden, se tienen en cuenta las siguientes aproximaciones:




Se asume sin perdida de generalidad que:
TrR [Hint(t), ρT (0)] = 0 (2-23)
Si no se cumple esta condición, se puede redefinir HS y HR, manteniendo H
constante, de tal manera que se cumpla la ecuación (2.6).
Aproximación de Born: el acoplamiento es tan débil y el reservorio tan gran-
de, que el operador de densidad del reservorio no se ve afectado debido a la
interacción con el sistema. Por ende, ρ
T
(τ) ' ρS(τ)⊗ ρR y la ecuación (2-22)




dτ TrR [Hint(t), [Hint(τ), ρS(τ)⊗ ρR(0)]] (2-24)
Aproximación de Markov: La memoria del reservorio es de corta duración y
por lo tanto, el sistema no depende de su historia pasada. Aśı, se elimina la
dependencia de τ en el operador operador de densidad del sistema. Finalmente





dτ TrR [Hint(t), [Hint(τ), ρS(t)⊗ ρR(0)]] (2-25)
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Con estas aproximaciones y considerando diferentes reservorios para el sistema en
particular en estudio (cavidad, qubits, etc.), se llega a obtener una ecuación maes-
tra en la forma de Lindblad, como se puede se ha demostrado en las siguientes
referencias [50, 51] y en general, está descrita por:















dondeHS representa el Hamiltoniano del sistema, Γj es un tipo de canal de disipación
y Aj(A
†
j) es operador aniquilación (creación) dependiendo el tipo de naturaleza de
disipación.
2.7. Teoŕıa input-output
Para caracterizar un resonador, se conectan fuentes de voltaje a través de las ĺıneas
de transmisión (ver figura 2-5(a)). En esta situación, es natural describir en términos
de las ondas de entrada (input) y de salida (output), y siguiendo la aproximación
de la matriz de scattering, se puede caracterizar completamente el comportamiento





Esta matriz de parámetros-S representa complemente las mediciones de transmisión
y de reflexión que pueden ser operadas en un régimen clásico. En un caso particular,















donde cada ecuación da una relación entre las ondas reflejadas e incidentes de cada
uno de los puertos de la red y en consecuencia, se pueden definir tanto el coeficiente
de reflexión S11 = b1/a1, el coeficiente de transmisión S12 = b1/a2 y las otras dos
expresiones faltantes.
Ahora, debido al interés de investigar la dinámica cuántica de un resonador acoplado
a uno o varios sistemas de dos niveles, se necesita un marco teórico que tenga en
cuenta la contra-parte cuántica del formalismo de matriz de scattering. Este tra-
tamiento completamente cuántico es proporcionado por la teoŕıa input-output, que
fue desarrollada por Gardiner y Collett [52]. Esta teoŕıa aborda la situación que se
muestra en figura 2-5(b), donde un sistema cuántico es descrito por su Hamilto-
niano H, acoplado a un conjunto de campos externos con fuerzas de acoplamiento
κi. Es importante mencionar que, mientras la ecuación maestra es una descripción
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Figura 2-5.: (a) Caracterización por la matriz S en una ĺınea de transmisión y
(b) representación análoga en un tratamiento cuántico con la teoŕıa
input-output.
efectiva de un sistema acoplado con un entorno, este nos dice sobre lo que sale del
sistema y como las señales que salen depende de lo que entra al sistema. Un caso
general, siguiendo el tratamiento de Milburn y Walls [ref], consideramos un reso-
nador acoplado a través de un único puerto. El campo en la ĺınea de transmisión
contiene un continuo de modos bk, y en consecuencia, se describe como un baño de







= δ(k − k′). El Hamiltoniano total de un modo de un resonador
a interactuando con modos externos bk bajo la aproximación de onda rotativa esta
dado por:
















donde g(ωk) es una constante de acoplamiento entre el resonador y los modos exter-
nos. La ecuación de movimiento de Heisenberg para bk es
ḃk = −iωbbk + g(ωk)a, (2-30)
y el operador de campo obedece a la ecuación
ȧ = −i [a,Hr]−
∫
dωkg(ωk)bk. (2-31)
La solución de la ecuación de movimiento para bk se puede escribir de dos maneras
dependiendo de si elegimos resolver en términos de las condiciones iniciales en el
tiempo t0 < t (input), o en términos de las condiciones finales t1 > t (output). Las
2.7 Teoŕıa input-output 19
dos soluciones son:





















En adelante por simplicidad, solo se muestra la primera solución. Ahora, sustitu-
yendo la solución de bk con t0 < t en la ecuación (2-31), se obtiene:












Asumiendo la aproximación de Markov, donde el ancho de banda de los modos
externos es grande, se obtiene que acoplamiento g(ωk) cambia lentamente con k, y
se reemplaza g(ωk) ≈ g(ωr). Además, siguiendo las propiedades de la función delta,







donde el signo menos indica que el campo de entrada se propaga a la izquierda en
la dirección opuesta al campo de salida. Aśı, la ecuación de movimiento del campo
del resonador se puede escribir en términos de estos campos de entrada:








a(t), t0 < t. (2-35)
Se reconoce que 2πg2(ωr) = κ1 es la tasa de amortiguación del modo de cavidad y
se obtiene:





a(t), t0 < t, (2-36)





a(t), t < t1. (2-37)
Las ecuaciones anteriores son ecuaciones de Langevin para la amplitud amortiguada
a(t) en la que los términos de ruido aparecen expĺıcitamente como el campo de
entrada (salida). En la ecuación (2-37), el operador de salida aout(t) representa el
acoplamiento del sistema a futuros modos externos. Por lo tanto, esta ecuación
representa la evolución hacia atrás del sistema que resulta en el término negativo de
amortiguación.
Finalmente, la relación entre los campos de entrada, salida y cavidad, se puede
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En la deducción anterior, el resonador es ideal, debido a que la enerǵıa que se alma-
cena no se pierde progresivamente debido a varios mecanismos. Una forma natural
de modelar estas pérdidas es representarlas como un puerto virtual adicional que
no produce excitación ain = 0, pero agrega otro término de amortiguación o decai-
miento a las ecuaciones (2-36-2-37). Esta constante de acoplamiento κin representa
el decaimiento interno de la enerǵıa del resonador aislado. Por lo tanto, para carac-
terizar un resonador, se deben incluir las constantes de acople externo κ1 = κext y
decaimientos internos κin. Aśı, introduciendo un Hamiltoniano de oscilador armónico
en la ecuación (2-36) y considerando un solo puerto y pérdidas, se obtiene:





a(t), t0 < t, (2-39)






(κin + κext) + 2i (ωr − ω)
]
ain(ω), (2-40)






(κin − κext)− 2i (ωr − ω)
(κin + κext) + 2i (ωr − ω)
, (2-41)
donde dependiendo de la tasa entre la constante de acoplamiento κext y las pérdidas
κc, podemos definir tres reǵımenes caracterizados por diferentes comportamientos,
como se muestra en la figura 2-6.
Reǵımenes:
Sub-acoplado (κin  κext): En este régimen (ĺıneas discontinuas ne-
gras), la amplitud |S11| ≈ 1 para todas las frecuencias ω y la fase φ sufre
un cambio de 2π en la resonancia ωr = ω.
Acoplado “critico” (κin = κext): Para este régimen (ĺıneas discontinuas
rojas), la amplitud de |S11| llega a cero en la resonancia y tiene una
discontinuidad en su fase cercana a π.
Sobre-acoplado (κin  κext): En este régimen (ĺıneas continuas azu-
les), la resonancia corresponde a una cáıda sueve en la amplitud y un
desplazamiento < π en su fase.
2.8. Entrelazamiento cuántico
El entrelazamiento cuántico es uno de los fenómenos más intrigantes del mundo
cuántico, debido a que establece la no separabilidad de los estados cuánticos y tiene
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Figura 2-6.: Los parámetros utilizados son κin =15 MHz y ωr =5.19 GHz. (a) Es
la amplitud del coficiente de reflexión, (b) es la fase φ = arg(S11) y
(c) es la parte real y imaginaria de S11.
múltiples aplicaciones en tecnoloǵıas cuánticas. En particular, para sistemas bipar-
titos de dos niveles que interactúan directamente o indirectamente la concurrencia
es un cuantificador de entrelazamiento más usado, que se define como [53]:
C(ρred) = max {0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4} (2-42)
donde λi denota los valores propios en orden decreciente de la matriz
R =
√√
ρred(σy ⊗ σy)ρ∗red(σy ⊗ σy)
√
ρred, (2-43)
donde σy es la matriz de Pauli y ρ
∗
red es el complejo conjugado del estado redu-
cido qubit-qubit ρred. Sin embargo, cuando se quiere analizar un entrelazamiento
diferente a los sistemas mencionados, generalmente solo es posible definir testigos




|λi|, con λi los autovalores negativos de la transpuesta parcial de
la matriz densidad [54]. Particularmente, la negatividad toma valores de N (ρ) = 0
para estados separables y N (ρ) = 1 para estados máximamente entrelazados.
2La negatividad se calcula y proviene del criterio de Peres–Horodecki, o también llamada trans-
posición parcial positiva.

3. Entrelazamiento y transferencia
cuántica entre qubits mediados
por fotones
En este caṕıtulo estudiamos un sistema de dos puntos cuánticos dobles semicon-
ductores acoplados a un resonador superconductor. Particularmente, se investiga
como el fotón puede mediar la interacción entre los dos puntos cuánticos y como
esta interacciones indirectas pueden generar estados entrelazados y transferencia
de estados cuánticos cuando la interacción radiación-materia está en el régimen de
acople fuerte. En primer lugar, para cuantificar estas interacciones, se calcula anaĺıti-
camente el coeficiente de reflexión y se diagonaliza numéricamente el Hamiltoniano
(auto-enerǵıas y auto-estados) para analizar el comportamiento en dos reǵımenes de
las frecuencias entre qubits y cavidad: cuando los fotones que median la interacción
entre los dos qubits son reales, conocido como régimen resonante y cuando la media-
ción es posible mediante fotones virtuales, dado en un régimen dispersivo. Luego, se
encuentran un conjunto de parámetros de accesibilidad experimental que permitan
generar entrelazamiento cuántico qubit-qubit en el estado estacionario. Los resulta-
dos son analizados con parámetros experimentales y en términos de la concurrencia
y tomograf́ıa cuántica. Por otro lado, se propone un tipo de protocolo cuántico pa-
ra transferir un estado preparado en un qubit al otro qubit por medio del fotón.
Finalmente, se plantea que bajo ciertas condiciones el coeficiente de reflexión como
medición usual en circuitos QED, puede ser un testigo de entrelazamiento entre los
DQDs.
3.1. Sistema f́ısico y modelo teórico
El sistema f́ısico se compone de dos qubits de carga semiconductores acoplados a
un resonador, como se observa en la figura (3-1). Los estados de cada DQD se
componen de un electrón de exceso que ocupa el estado de la derecha |R〉 = |0, 1〉 o
el izquierdo |L〉 = |1, 0〉 en cada punto cuántico. Este electrón puede tunelar de un
lado al otro con una enerǵıa de 2tk y además, la enerǵıa de desintonización entre los
niveles son denotados por δk = εk,L − εk,R. Ambos DQDs son acoplados a el mismo
del campo eléctrico al final del resonador con una enerǵıa de interacción gk
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Figura 3-1.: Representación esquemática del sistema h́ıbrido, compuesto por dos
puntos cuánticos dobles separados y acoplados a un mismo resonador.
Los contactos electrónicos, fuente (S1,2) y salida (D1,2), permiten ma-
nipular los niveles de enerǵıa de cada punto cuántico. Para detalles
experimentales de fabricación del sistema, mire la referencia [37].

























donde ωr es la frecuencia del resonador, a
†(a) es el operador creación (aniquilación)
de fotón, τz, y τx son los operadores de Pauli en la base de estados de carga (|L〉,|R〉).
En lugar de trabajar con la base de estados de carga, se usan los auto-estados de







donde θk = tan
























k solo los operadores de Pauli en la base de estados vestidos del k-
ésimo DQD. Note que el último término en la ecuación (3-6) describe la interacción
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de los estados vestidos de materia y campo eléctrico, es decir, que cada doble punto
cuántico se describe ahora como un sistema de dos niveles acoplado a un resonador.




k es la enerǵıa de separación entre los auto-estados
de Hkq (|e〉k y |g〉k), sin θ = 2tk/ωk y cos θ = δk/ωk. Finalmente, considerando





















En particular, este sistema es estudiado con dos tipos acoplamiento para mediar la
interacción entre los qubits:
Acoplamiento por fotones reales, cuando el sistema opera en el régimen reso-
nante ωr ≈ ωk.
Acoplamiento por fotones virtuales, cuando el sistema opera en el régimen
dispersivo |ωr − ωk|  g.
Ahora, con el propósito de obtener una ecuación maestra que tenga en cuenta la
excitación coherente de fotones (señal de entrada), usamos la aproximación del marco
de Scattering Linblad Hamiltonian (SLH). La aproximación tiene en cuenta una
matriz de scattering (S), el vector de acoplamiento con los campos externos (L)
y la enerǵıa interna del sistema de DQDs-cavidad (H). El sistema se trata como
una red cuántica que tiene dos elementos: la parte externa (bombeo) y el sistema
qubits-resonar. Por lo tanto, el primer componente del circuito se modela con [58]:
Gfuente = (1, α(t), 0) , (3-8)
donde α(t) = αeiωdt, α es la amplitud del campo coherente y ωd es la frecuencia de
la señal. Luego, para interconectar el sistema de dos qubits-resonador (el segundo
componente) con la fuente externa, aplicamos el producto de series o regla de la
cascada [59],
GT = G2 / G1 = (S2,L2, H2) / (S1,L1, H1),
=
(








donde / indica el producto de series. Note que G1 = Gfuente es el input de el sistema
qubits-resonador (G2 = Gsistema). Finalmente, sustituyendo los canales de disipación
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donde el primer componente II6 de GT es una matriz 6×6, cada uno de los cuales es la
identidad en el espacio de Hilbert. El segundo elemento es el vector de acoplamiento
final (L) que incluye las tasas de disipación [60, 61]. Los parámetros κin, κext, γk y
γφ,k hacen referencia a la tasa de decaimiento interna del resonador, el acoplamiento
radiativo de los modos externos a la gúıa de onda, las tasas decaimiento de los DQDs
y de desfase puro, respectivamente. El último componente de GT es el Hamiltoniano





























Aśı, la ecuación maestra de Lindblad correspondiente a un red cuántica dentro del
formalismo SHL es dada por













donde Lj es el j-ésimo componente de L. Por consiguiente, la ecuación maestra toma
la siguiente forma:















γφ,kD [σzk] ρ+ κinD [a] ρ+D [L(t)] ρ. (3-13)
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Los súper-operadores de LindbladD están definidos comoD [A] ρ = AρA†−1
2
{A†A, ρ}.
Nótese que el último término de la ecuación (3-13) describe el scattering del campo
de entrada con L(t) =
√
κext a + α(t)1 [37]. La dependencia temporal de L(t), se
elimina reescribiendo la ecuación maestra




























































donde la dependencia temporal se desaparece tanto en el Hamiltoniano SLH como

















































ρ+ κinD [a] ρ+D [L] ρ. (3-17)
Aqúı, los nuevos parámetros del Hamiltoniano se definen de la siguiente forma:
∆r = ωr − ωd, ∆k = ωk − ωd y E =
√
κextα como la enerǵıa de la fuente de
excitación coherente de fotones.
Otra cantidad importante para nuestro análisis y que es de acceso experimental,
es el calculo del coeficiente de reflexión S11. Por tanto, suponiendo que el sistema
consta solo de un puerto de entrada y salida para la señal de excitación, tenemos
dos caminos tanto anaĺıticos como numéricos para calcular el coeficiente bajo ciertas
consideraciones. Anaĺıticamente (computacionalmente rápido), cuando la enerǵıa de
excitación coherente es pequeña, se deduce utilizando la teoŕıa de input-output junto
con las ecuaciones de Heisenberg-Langevin [52], la señal reflejada del resonador se
calcula a través de (ver apéndice B)
|S11| =
∣∣∣∣aoutain
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donde la amplitud de |S11| es la tasa entre el output (aout) y el input (ain) de la señal.
El término χj =
gi
i(ωi−ωd)+γj/2+γφ,i
en la ecuación (3-18), representa la susceptibilidad
eléctrica que contiene información de las excitaciones de cada DQD. Por otro lado,
para cualquier valor de E, se calcula numéricamente
|S11| = |Tr {LρSS} /α| , (3-19)
donde ρSS indica que el operador de densidad se calcula cuando el sistema ha alcan-
zado el estado estacionario.
Con respecto a las simulaciones, los parámetros utilizados son basados en un sistema
experimental reciente [62]. En el caso del régimen resonante, el conjunto de paráme-
tros son: ωr/2π = 5,19 GHz, t1/2π = t2/2π = 2,569 GHz, g1/2π = g2/2π = 56,7
MHz, κin/2π = 17 MHz, κext/2π = 6 MHz, E/2π = 0,78 MHz, γφ,k/2π = 1 MHz,
γ1/2π = 10,8 MHz, γ2/2π = 10 MHz y ωr/2π = 5,19 GHz. Para las simulaciones
en el régimen no resonante, el conjunto de valores que cambian con respecto a los
anteriores son: t2/2π = 2,578 GHz, g1/2π = 51,1 MHz y ωr/2π = 5,454 GHz.
3.2. Interacciones indirectas
Para tener una visual general de las regiones de acople entre qubits-resonador, en
la figura 3-2(a) se pintan las enerǵıas desnudas y los autovalores en un régimen
resonante (ωr ≈ ωk). En particular, cerca de los cruces entre las enerǵıas desnudas,
se evidencian tres regiones bien definidas etiquetadas como la rama superior, inter-
media e inferior. En comparación con lo anterior, en la figura 3-2(b) se muestra el
coeficiente de reflexión calculado con la ecuación (3-18) en función de la frecuencia
de la fuente de fotones ωd y la desintońıa de enerǵıa δ2. Observe que mientras las
ramas superior e inferior muestran valores mı́nimos de |S11| en resonancia δ2 = 0,
la rama media exhibe un valor máximo. Este hecho sugiere que el sistema está
en estado oscuro ya que la absorción es completamente cero. Para confirmar esta
afirmación, las figuras 3-2(c-e) muestran la composición fraccional (coeficientes de
Hopfield) del estado cuántico en función de δ2. En particular, la figura 3-2(c) y la
figura 3-2(e) demuestran que el estado cuántico del sistema tiene contribuciones que
provienen de ambos DQD (ĺıneas discontinuas verdes y punto-discontinuas rojas) y
el campo fotónico (ĺıneas azules continuas). Esta fenomenoloǵıa se puede atribuir
al acoplamiento coherente mediado por fotones entre los dos DQD separados espa-
cialmente, es decir, es consecuencia de la absorción de fotones que posteriormente
el sistema utilizará para mediar la interacción. La figura 3-2(d) muestra la compo-
sición fraccional del estado cuántico correspondiente al ramal intermedio. Aqúı el
estado cuántico del sistema corresponde a un estado propio que es una superposi-
ción antisimétrica de ambos DQD sin contribuciones fotónicas [63], de acuerdo con
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Figura 3-2.: Panel superior muestra (a) la diagonalización numérica del Hamilto-
niano (con sus respectivas enerǵıas desnudas), (b) el coeficiente de
reflexión |S11| (en función también de ωd) y (c-e) los coeficientes de
Hopfield como función de la detuning δ2 (δ1 = 0) del DQD2 en el
régimen resonante. (f-j) El panel inferior es análogo a lo anterior, pero
ahora en el régimen dispersivo.
la región de absorción nula del ramal. El resultado más notable que emerge de estos
resultados numéricos es que la interacción con los fotones desempeñará un papel im-
portante para fortalecer la interacción entre los DQDs en condiciones de disipación.
A continuación, consideramos la situación cuando el sistema opera en un régimen
no resonante con |ωr − ωk|  g. Este régimen implica que el acoplamiento indi-
recto entre ambos qubits está mediado por el intercambio de fotones virtuales. La
figura 3-2(f)-(g) muestra cálculos numéricos similares a la figura 3-2(a)-(b). Sin em-
bargo, aqúı se observa que la rama superior e intermedia están bien separadas como
consecuencia del cambio en la frecuencia ωr. Curiosamente, la composición fraccio-
nal del estado cuántico que se muestra en la figura 3-2(h) revela la presencia de un
estado brillante, ya que tiene principalmente contribuciones de naturaleza fotónica.
Además, se observa la formación de un estado secundario casi oscuro en la rama
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inferior, cuya absorción se ha reducido significativamente. La figura 3-2(i) muestra
la composición fraccional del estado en la rama intermedia, donde observamos que
emerge un estado oscuro con una importante contribución del estado propio atribui-
do a DQD1. La figura 3-2(j) muestra la composición fraccional correspondiente del
estado y se observa que el estado propio tiene ahora una contribución fotónica muy
baja.
Un camino para demostrar un Hamiltoniano efectivo que evidencia la interacción
mediada por fotones virtuales, es siguiendo una derivación análoga a la referencia
[60]. Por lo tanto, partiendo del Hamiltoniano (3-6) y transformando la ecuación de




|ΨIP (t)〉 = HIP (t)|ΨIP (t)〉, (3-20)
donde HIP (t) = U
−1HU − i~U−1 dU
dt
y usando el operador unitario U = exp (−iH0t)
sobre el Hamiltoniano interacción:















donde ∆r,k = ωr − ωk y g′k = gk sin θk. La solución formal de la (3-20) es:






















En la última parte de esta ecuación se realizó una expansión perturbativa y luego

















† (ei∆r,kt − 1)− σ(+)k a (e−i∆r,kt − 1)] , (3-23)
donde este término A puede ser despreciado si g′k/δr,k  1, lo que es valido para









r,k, donde estos serán pequeños en comparación a los términos
g
′2




2/∆r,1/2 para grandes desintonizaciones. Adicionalmente, si reescribi-




y asumiendo que ∆r,1 = ∆r,2,
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Se observa de esta expresión que la frecuencia de transición de los qubits experimen-








el corrimiento ac Stark depende del número de fotones. Viceversa, la frecuencia del
resonador se desplaza por δωr = ±g
′2
k /∆r,1, mientras que este cambio depende del es-
tado del qubit. El desplazamiento constante g
′2
k /∆r,1 de las frecuencias de transición
de los qubits es el llamado desplazamiento Lamb. Finalmente, debido a las correccio-
nes de segundo orden, se obtuvo una expresión que demuestra la interacción efectiva





3.3. Estados entrelazados qubit-qubit en el estado
estacionario
Como hemos demostrado en la sección anterior, las interacciones mediadas por
fotones juegan un papel importante en la cantidad de entrelazamiento de esta-
do estacionario entre qubits. A continuación, procedemos a cuantificar el entrela-
zamiento en el estado estacionario resolviendo numéricamente la ecuación maes-
tra de Lindblad (3-17) y se obtiene el operador densidad en el estado estaciona-
rio ρSS. Debido a que la concurrencia se conoce como un buen cuantificador del
grado de enredo entre dos qubits [53], calculamos la concurrencia a través de
CQ−Q(ρred) = max {0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4}. Aqúı la matriz de densidad reducida se ha
obtenido trazando el campo fotónico, es decir, ρred = Trph(ρSS). En particular, se en-
cuentra que cuando el sistema opera en un régimen de “sub-acoplado” (κin > κext),
junto con los parámetros considerados para los resultados mostrados en la figura 3-
2, el grado de entrelazamiento cuantificado por la concurrencia apenas es del orden
de ∼ 0,001 % (los cálculos numéricos se omiten). Por lo tanto, hemos optado por
encontrar el conjunto de parámetros más adecuado que pueda ser accesible para el
experimentalista y, al mismo tiempo, maximizar la concurrencia. En consecuencia,
tratamos el problema de encontrar números numéricos máximos de la concurrencia
que depende de varios parámetros como CQ−Q (ωd, δ2, δ1, κext, E). Para esta tarea,
hemos utilizado el algoritmo simplex Nelder-Mead con parámetros adaptativos para
realizar los procesos de optimización [64].
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Figura 3-3.: Paneles (a),(c),(e) muestran las concurrencias como función de la fuen-
te de excitación ωd y desintonización de carga δ2 (δ1=0) para el DQD2.
Paneles (b),(d),(f) indican las tomograf́ıas de los estados cuánticos. Los
resultados numéricos fueron realizados en el régimen resonante con los
parámetros óptimos para el panel (a) δ1/2π = 0, κext/2π = 98,14 MHz
y E/2π = 45,48 MHz. Panel (b) ωd/2π=5.197 GHz, δ1/2π = −0, 933
GHz, δ2/2π = −0,035 GHz. Los parametros de disipación son similares
a la figura 3-2(a). Panel (c) muestra los resultados con los paráme-
tros óptimos dados por δ1/2π = 0, κext/2π = 78 MHz, E/2π =42.6
MHz, γφ,k/2π = 0,01 MHz, γk/2π = 0,6 MHz. Panel (d) tiene para-
metros similares como el panel (c) excepto por δ1/2π = -0.0028 GHz,
δ2/2π = -0.181 GHz, ωd/2π = 5.127 GHz. En el caso del regimen
no-resonante se han fijado en el panel (e), los paremetros δ1/2π = 0,
κext/2π = 16,6 MHz, E/2π= 23.37 MHz. Panel (f) ωd/2π = 5.127
GHz, δ1/2π =-0.00278 GHz, δ2/2π =-0.0018 GHz y los valores de la
disipación son similares a la figura 3-2(e).
Realizamos un análisis detallado del entrelazamiento en el estado estacionario, cuan-
do el sistema opera en un régimen de sobre-acoplamiento o “over-coupling”, más
precisamente, cuando κext/κin  1. En la figura 3-3(a), se muestra la concurrencia
en función de ωd y δ2, cuando el sistema está en resonancia ωr ≈ ωk junto con los
parámetros óptimos dados por ωd/2π = 5,197 GHz, δ2/2π = −0,933 GHz, δ1/2π = 0
3.4 ¿Puede el coeficiente de reflexión ser un testigo de entrelazamiento?33
GHz, κext/2π = 98 MHz, E/2π = 45,4 MHz. Observe que la concurrencia aumenta
significativamente hasta 25 % y aparecen dos lóbulos de alto enredo fuera de reso-
nancia qubit–qubit (δ2 6= δ1). En este régimen resonante, el estado propio es una
superposición de todos los estados de los qubits y el resonador, lo que significa que
se espera una división (splitting) de enerǵıa y por lo tanto, el entrelazamiento se
espera fuera de la resonancia. En la figura 3-3(b), la tomograf́ıa del estado de la
matriz de densidad reducida es calculada y se confirma que hay un estado mixto con
una contribución importante del estado fundamental. Además, revela que hay altas
correlaciones entre los estados cuánticos |ge〉 y |eg〉. Investigaciones recientes sobre
sistemas h́ıbridos cuánticos demuestran enfoques experimentales promisorios para
reducir significativamente las tasas de disipación asociadas a los DQDs [65, 66]. En
base a estas ideas, hemos explorado numéricamente un escenario experimental más
exigente, es decir, hemos reducido las tasas de disipación de los DQD en aproxima-
damente ∼ 95 % con respecto a los parámetros realistas utilizados en la figura 3-2.
Descubrimos que el enredo en el sistema se ha incrementado más allá de 70 % como
se muestra en la figura 3-3(c) y observamos que la tomograf́ıa de estado de la matriz
de densidad reducida que se muestra en la figura 3-3(d), revela un incremento en
los elementos no diagonales como consecuencia de la reducción de la población del
estado fundamental.
Por otro lado, cuando el sistema está en un régimen no resonante (|ωr − ωk|  g)
encontramos que hay una sola región con un alto grado de entrelazamiento ≈ 12 %
como se muestra en la figura 3-3(e). Esto es resultado de la interacción entre qubits
que interactúa fuertemente en la resonancia debido a los fotones virtuales en el
resonador. En la figura 3-3(f) muestra la tomograf́ıa del estado correspondiente de
la matriz de densidad reducida y se observa que el estado fundamental se convierte
en el más poblado.
3.4. ¿Puede el coeficiente de reflexión ser un
testigo de entrelazamiento?
A continuación, consideramos una situación en la que el sistema opera en un régimen
resonante y tanto el coeficiente de reflexión (calculado con la ecuación (3-19)) como la
concurrencia se muestran en las figuras 3-4 (a)-(b) en función de δ1 y δ2. Mientras que
el coeficiente de reflexión decae al mı́nimo, observamos que la concurrencia alcanza
sus valores máximos como se muestra en las regiones de los lóbulos. Es importante
notar la presencia de un patrón tipo X en la figura 3-4(a) donde |S11| ≈ 1 debido a
que ωr = ωd, g1χ1 ≈ g2χ2 y 2g1χ1  12(κc+κext) en la ecuación (3-18). En contraste
con esto, la concurrencia se desvanece en el patrón tipo X como se muestra en
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la figura 3-4(b). De estos resultados numéricos podemos concluir que existe una
relación inversa entre el coeficiente de reflexión y la concurrencia (|S11| ∼ C−1Q−Q)
que se mantiene alrededor de la resonancia, pero falla cuando ambos qubits están
fuera de resonancia entre śı y con la cavidad. Más precisamente, en una región
|δ1/2π| > 2 GHz y |δ2/2π| > 2 GHz, donde se desvanecen tanto el coeficiente de
reflexión como la concurrencia. Además, de acuerdo con el hecho de que el sistema
está operando en un régimen de baja excitación (E ≤ κin + γk + γφ,k), donde la
absorción del campo externo indica que el sistema usa esa enerǵıa para excitar los
estados más bajos para entrelazar ambos qubits. La figura 3-4(c) muestra la fase
del coeficiente de reflexión en función de δ2 para tres valores diferentes de δ1. Se
encuentra que cuando la fase del coeficiente de reflexión llega a cero o decae cerca al
cero, la concurrencia alcanza su valor máximo como se muestra en la figura 3-4(d).
Figura 3-4.: Paneles (a),(b) muestran el coeficiente de reflexión y la concurrencia
en función de δ1 y δ2, respectivamente. Los parametros son ωr = ωd,
κext/2π = 26 MHz, E/2π = 24.2 MHz y los otros valores son indénticos
a la figura 3-2(a). Paneles (c),(d) se calculan la fase φ y la concurrencia
como función de δ2 fijando δ1, respectivamente.
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3.5. Protocolo de transferencia cuántica
Para investigar sobre la transferencia de un estado preparado de un qubit a otro a
través del resonador, la secuencia del protocolo utilizado se muestra en la figura 3-
5(a). La estructura del protocolo es el siguiente:
Preparación: un pulso actúa sobre el DQQ1, con el fin preparar una estado de
superposición del estado base y estado excitado 1√
2
(|g〉+ |e〉). En particular,
tanto el qubit 2 como el resonar están muy fuera de la resonancia, para suprimir
cualquier interacción.
Interacción DQD1-fotón: aplicando un desintonización sobre el qubit 1, que
corre su enerǵıa, el qubit entra en resonancia con la cavidad por un tiempo
tA, con una duración de medio periodo de Rabi π/2g1, como se observa en la
figura 3-5(a).
Almacenamiento: se restablece el DQD1, esperamos un tiempo de almace-
namiento tB en la cavidad.
Interacción fotón-DQD2: una segunda desintonización para colocar el DQD2
en resonancia por un tiempo tc que correponde a medio periodo de Rabi π/2g2
y sacarlo de resonancia para determinar el estado final transferido. En la fi-
gura 3-5, se observa los comportamientos del número medio de fotones y de
excitaciones, en tiempos de interacción en resonancia y fuera de la resonancia.
Ahora, para unos tiempos particulares se calcularon las tomograf́ıas, como se muestra
en las figuras 3-5(c-e): en el panel (c), para el estado del qubit 1, ρDQD1red y t = 0 ns,
se observa el estado preparado del DQD1. En el panel (d), para estado del fotón,
ρfred y t = 60,9 ns, se encuentra un estado de superposición para el fotón de |0〉
y |1〉, acompañado de coherencias complejas positivas (π/2) y negativas (−π/2).
Este resultado demuestra que el fotón capturo o almaceno la información en tB,
cuando estuvo en resonancia con el qubit 1. En el panel (e), se muestra el estado del
qubit 2, ρDQD2red y t = 104,1 ns, donde se asemeja al estado transferido del qubit 1,
pero con unas leves contribuciones complejas en las coherencias. Sin embargo, para
cuantificar la similitud del estado inicial con el estado final, se calcula la fidelidad
dinámicamente, como se puede observar en la figura 3-6. En particular se encuentra
que la fase de los DQDs oscilan en el tiempo y en consecuencia, la fidelidad depende
de la fase en que se encuentre la oscilación de cada qubit. Además, es importante
notar que, en el intervalo donde se da interacción fotón-DDQ2 y luego de un tiempo
solo está el estado del DQD2, la oscilación es tan rápida, que si uno mide en un
instante de tiempo la fidelidad puede ser mı́nima (∼ 20 %) o puede ser máxima
(∼ 100 %). Por esta razón, concluimos que la fidelidad puede ser un cuantificador
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Figura 3-5.: Panel (a) representa el protocolo de transferencia, donde “shitf” sig-
nifica corrimiento de enerǵıa de cada DQD. En el panel (b), se mues-
tra los tiempos donde entran en interacción del DQD1, 〈σ(+)1 σ
(−)
1 〉, y
el DQD2, 〈σ(+)2 σ
(−)
2 〉, con el resonador, 〈a†a〉. En los paneles (c)-(e),
muestran las tomograf́ıas para diferentes tiempos. En las tomograf́ıas
cuando el argumento (Arg) es diferente de cero, quiere decir que las
coherencias son complejas. Los parámetros utilizados son: δk/2π = 0,
tk/2π = 2,578 GHz, γφ,k/2π = 0,γk/2π = 12 MHz, κin/2π = 4,0 MHz
y κext/2π = α = 0.
de la similitud entre el estado inicial y transferido, pero se debe tener precaución en
que tiempo en particular que se analiza. Finalmente, se explora el comportamiento
de la fase en la esfera de Bloch en tres diferentes intervalos de tiempo para los dos
qubits (ver figuras 3-7: en el panel superior se analiza el qubit 1, cuando entra en
interacción con la cavidad en tA, se evidencia en la esfera de Bloch que pasa de
oscilar en el plano xy a decaer al estado base |g〉 (flecha roja muestra la dirección de
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Figura 3-6.: Fidelidad dinámica los qubits en diferentes intervalos de tiempo. Los
parámetros son similares a la figura 3-5.
Figura 3-7.: Esferas de Bloch para los qubits en diferentes intervalos de tiempo.
Los parámetros son similares a la figura 3-5.
decaimiento). Después para los otros tiempos, el estado del qubit 1 permanece en
el estado base. En el caso del panel inferior, el qubit 2 que en principio estaba en el
38
3 Entrelazamiento y transferencia cuántica entre qubits mediados por
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estado base para tA y tB, al entrar en interacción con el fotón, va oscilando hasta un
estado de superposición entre |g〉 y |g〉. Además, note que no llega al la circunferencia
del plano xy, sino se queda mucho antes, debido a los canales de disipación tanto
del qubit como la cavidad. Por último, se recalca que las oscilaciones en la fase en
la esfera de Bloch, no es totalmente en la superficie debido a la disipación de los
DQDs, es decir, son estados mezclas.
4. Dinámica QS-DQD acoplados a
un mismo resonador en el régimen
de acoplamiento ultrafuerte-fuerte
Inspirado en los resultados del caṕıtulo anterior, en este caṕıtulo se estudia cómo
aprovechar el régimen de acople ultra-fuerte para potenciar diferentes propiedades
de entrelazamiento y transferencia cuántica de estados. Concretamente, se analiza
un sistema compuesto por un qubit superconductor (QS) acoplado a un resonador
en el régimen ultra-fuerte y un DQD que está acoplado en un régimen fuerte con el
mismo resonador. Para el análisis de este sistema, en primer lugar se estudian las
auto-enerǵıas y auto-vectores con el fin de determinar cómo, bajo un régimen de
acoplamiento ultra-fuerte del primer QS, el segundo qubit semiconductor hereda las
propiedades de acoplamiento por paridades. En segundo lugar, en el escenario de
una condición inicial de cero excitaciones y cero fotones, se calcula el número medio
de fotones y excitaciones de cada qubit, para precisar los efectos de los términos anti-
rotativos debido al acoplamiento ultra-fuerte. Por ultimo, igualmente a lo investigado
en el caṕıtulo 3 sobre propiedades de entrelazamiento y transferencia cuántica, se
determina el impacto en estas propiedades cuánticas debido al nuevo régimen de
acoplamiento propuesto.
4.1. Sistema y la herencia del régimen de
acoplamiento ultrafuerte
En la figura 4-1, se muestran dos qubits acoplados a un mismo resonador. El pri-
mero es un qubit de flujo superconductor que se encuentra acoplado en un régimen
ultrafuerte (0,1ωr < g1 < ωr) y el segundo qubit es un DQD en un régimen fuer-
te (g2  ωr y 4g > γ + κ). La interacción del QS y el DQD son modelados con
el Hamiltoniano de Rabi cuántico (sin RWA) y el Hamiltoniano de JC (aproxima-
ción RWA), respectivamente. Por lo tanto, el sistema estudiado esta descrito por el
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siguiente Hamiltoniano (~ = 1) [31, 38]










































donde ωr es la frecuencia del resonador, ωQS =
√
ε(Φx)2 + ∆2 es la frecuencia del




δ2 + 4t2 es la frecuencia del DQD, ∆ es la
enerǵıa de separación de las corrientes persistentes en el QS, ε = 2Ip.δφx, δΦx = Φx−
Φ0/2 es bias relativo de flujo, cos θ1 = ∆/ωQS , sin θ1 = ε/ωQS , sin θ2 = 2t/ωDQD , gQS
y g
DQD
son las interacciones de radiación-materia del QS y DQD, respectivamente.
Es importante notar que el Hamiltoniano total no preserva el número de part́ıculas
[HT , N ] 6= 0, sin embargo, si conserva la paridad, es decir, [HT ,Π] = 0, con Π =
−σ(z)1 eiπa
†a. Por lo tanto, el Hamiltoniano puede ser diagonalizado por variedades
de excitación pares o impares. La base esta organizada como |α, β, n〉, donde α =
{g, e}, β = {g, e} (denotando estado base g y estado excitado e), n ∈ N número de
ocupación y el orden correspondiente es |QS, DQD, resonador〉.
Figura 4-1.: Representación esquemática de un qubit de flujo y un doble punto
cuántico acoplados a un mismo resonador.
En el siguiente análisis, nos enfocamos en el comportamiento de las enerǵıas propias
para variedades pares Var={0, 2} y variedades impares Var={1, 3}, en función de la
frecuencia ε(Φx) del QS, como se muestra en la figura 4-2. Adicionalmente, se fijó
la desintońıa del DQD, δ = 0, de tal manera que que el DQD y QS son cercanos
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en enerǵıa. En el caso par, se observa que en g
DQD
= 0 y RWA (ĺıneas discontinuas)
se mantiene constante el estado |0〉. Por el contrario, sin RWA (ĺınea continua),
se acopla con su variedad superior. Además, se distingue como surgen anticruces
y corrimientos en la variedad 2 cuando se activa g
DQD
. Con respecto a las enerǵıas
impares, encontramos acoples generados dentro de la misma variedad cuando g
DQD
6=
0 y corrimientos debido a los términos anti-rotativos.
Figura 4-2.: Diagonalización numérica para la variedades pares (0-2) y varieda-
des impares (1-3). Los parámetros utilizados son: ωr/2π = 5,19 GHz,
∆/2π = 2,25 GHz, δ/2π = 0, t/2π = 2,578 GHz, g
QS
/2π = 2 GHz,
g
DQD
/2π = 100 MHz.
Por otro lado, para determinar cuales son los estados que contribuyen en cada un
de esos autovalores en las variedades pares, se calculan los coeficientes de Hopfield
(ver figura 4-3). En ε(Φx) = 0, en la mayoŕıa de auto-estados hay contribuciones de
casi todos los estados (menos el |0, 0, 0〉) en la variedad de excitación 2, |ψvar=2〉 =∑
α,β,nC
var=2
α,β,n |α, β, n〉, como se puede observar en la figuras 4-3(a-d). Este hecho
sugiere interacción o acople indirecto entre ambos qubits (|0, 1, 1〉, |1, 0, 1〉 y |1, 1, 1〉)
mediado por fotones. En la figura 4-3(e), se demuestra que el estado cuántico de
la variedad de excitación cero, |0, 0, 0〉, contribuye y se acopla con la variedad 2
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Figura 4-3.: Coeficientes de Hopfield para var={0, 2}. Los parámetros son iguales
a los utilizados en la figura 4-2.
Figura 4-4.: Coeficientes de Hopfield para var={1, 3}. Los parámetros son similares
a los utilizados en la figura 4-2.
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En la figura 4-4, se observa una gran variedad de contribuciones de cada estado en los
diferentes auto-estados. Curiosamente, se empiezan a detallar ligeras contribuciones
parciales del estado perteneciente al DQD, |0, 1, 0〉, a la variedad superior, como se
evidencia en las figura 4-4(c-d). Esta fenomenoloǵıa se puede atribuir a que debido
a la interacción ultrafuerte del QS, los fotones le heredan una paridad bien definida
al DQD. Por lo tanto, el DQD tendŕıa a simular un régimen de acople ultrafuerte.
Adicionalmente, este comportamiento es semejante en la figura 4-4(f), donde en
ε(Φ) = 0, los aportes pertenecen mayoritariamente al DQD, pero surge una pequeña
contribución del estado cuántico |1, 1, 1〉 de una variedad superior. Es importante
notar, que a diferencia del caṕıtulo 2, donde se formaban auto-estados puramente
de materia, en este caso, siempre hay contribuciones de la parte fotónica.
4.2. Acoplamiento ultra-fuerte como “bombeo” de
fotones
Una vez demostrado las interacciones indirectas entre el QS y el DQD mediado por el
resonador, es relevante estudiar los efectos de los términos anti-rotativos del modelo
de Rabi cuántico y los procesos incoherentes como la disipación. Por consiguiente,
para describir un sistema cuántico abierto, se utiliza el formalismo de la matriz de
densidad, donde la dinámica del sistema se rige por la ecuación maestra en la forma
de Lindblad:




















ρ+ κinD [a] ρ. (4-2)
donde κin, γk y γφ,k son la tasa de decaimiento interna del resonador, las tasas
decaimiento y de desfase puro de cada qubit, respectivamente. Los parámetros uti-
lizados para las simulaciones son basados en experimentos en los que se logró acople
ultrafuerte en un qubit de flujo [31] y en DQD en acople fuerte [38].
Con el propósito de demostrar que los términos anti-rotativos operan como un tipo
de bombeo, establecemos una condición inicial en t = 0 de cero fotones y cero excita-
ciones, para evaluar el comportamiento de la dinámica del número de ocupación en
función de ε(Φx), como se observa en la figura 4-5(a). Particularmente, encontramos
que el número medio empieza a oscilar rápidamente hasta que tiende a 〈a†a〉(t) ≈ 1
y en consecuencia, estas oscilaciones generan tanto en el QS y el DQD, excitacio-
nes periódicas en el tiempo, como se evidencia en la figura 4-5(b) y figura 4-5(c),
respectivamente. En el rango donde la variedad de excitación 〈σ(z)1 〉(t) es mucho
mayor que 〈σ(z)2 〉(t), se debe a la diferencia entre las dos constantes de interacción




. Para tener una representación visual más
clara del comportamiento de 〈a†a〉(t), en la figura 4-5(d) se muestra la evolución
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temporal para dos valores fijos de ε y encontramos mayores (menores) oscilaciones
cuando ε/2π = 2 GHz (ε/2π = 0). Por otro lado, para 〈σ(z)2 〉(t) en ε = 0, operando
en el régimen de acople fuerte, no hay excitaciones y en consecuencia, esto corrobora
que los términos anti-rotativos son los que aportan los fotones para que surjan las
excitaciones, contrario a lo observado para ε/2π = 2 GHz y ε/2π = 0 GHz.
Figura 4-5.: (a) Muestra la dinámica de ocupación de fotones, 〈a†a〉(t), como fun-
ción de la frecuencia ε(Φx) del QS. Aqúı, el valor esperado de 〈σ(z)k 〉
es −1 indica que el qubit se encuentra en el estado excitado y cuan-
do es 1 indica que se encuentra en el estado base. Además, el panel
(b) y panel (c) representa la dinámica del número medio de excita-
ción del QS y DQD, respectivamente. Panel (d) muestra el número
medio de excitación para dos casos de ε y panel (e) para tres casos
de ε, pero del número medio de excitación. Parámetros: κin/2π = 6
MHz, γφ,k/2π = 0, γ1/2π = 12, 8 MHz, γ2/2π = 12 MHz y los otros
parámetros son similares a la figura 4-2.
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4.3. Dinámica de entrelazamiento
A continuación, nos centramos en esta sección en determinar si el “bombeo” de fo-
tones debido al régimen de acople ultrafuerte del QS, tiene la posibilidad de generar
entrelazamiento indirecto QS-DQD (qubit-qubit). En la figura 4-6, se muestra los
cálculos dinámicos de la concurrencia CQ−Q(ρred) entre qubits, la negatividad para
la matriz densidad reducida de NR−DQD(ρred) y NR−QS(ρred). En la figura 4-6(a),
se evidencia series de oscilaciones para diferentes tiempos y desintonización del QS
cuando la disipación es despreciada. Bajo efectos disipativos, se observa en la figu-
ra 4-6(b) que para los tres casos de ε, decae rápidamente a los 80 ns. Basados en
estos resultados, se concluye que esas variaciones abruptas en la concurrencia no
son provocadas por la disipación, si no debido a los términos anti-rotativos. Por otro
lado, en las figuras 4-6(c) y (d), se observa que el entrelazamiento entre los qubits y
el resonador decaen, debio a que el bombe efectivo de los terminos anti-rotativos es
menor que la disipación. Este hecho es importante, porque si se implementa disposi-
tivos que puedan variar temporalmente el termino de interacción g en el ultrafuerte,
podŕıa se tomado como un bombeo de fotones intermitente. Es importante notar
Figura 4-6.: (a) Concurrencia QS-DQD sin disipación, (b) Concurrencia QS-DQD
con disipación, (b) negatividad resonador-DQD y (c) negatividad
resonador-QS. Los parámetros son iguales a la figura 4-5.
que el sistema anterior del caṕıtulo 3, es mejor comportado en el entrelazamiento
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entre los qubits que en el ultrafuerte.
4.4. Transferencia de estados cuánticos
De la misma manera que se desarrolló un protocolo de transferencia de información
entre qubits acoplados fuertemente a un resonador común (caṕıtulo 3, sección 3.5),
en esta sección analizamos la transferencia para el caso en el que uno de los dos qubits
está en el régimen de acople ultrafuerte (QS), mientras que el otro se mantiene en
acople fuerte (DQD). En la figura 4-7(a), se describe esquemáticamente el protocolo
en cuatro etapas. La dinámica del número medio de excitaciones de los qubits y el
número medio de fotones se muestra en la figura 4-7(b). El conjunto de parámetros
utilizados son similares a los de la figura 4-5, pero se trunca a una variedad de
excitación n = 3. En la primera etapa se prepara el QS en un estado |Ψentrada〉 =
(|g〉+ |e〉) /
√
2 y luego de un tiempo, en la segunda etapa del protocolo el qubit entra
en interacción ultrafuerte con la cavidad por medio periodo de Rabi, tA = π/2gQS
(∼ 1 ns), hasta que el estado es totalmente transferido a la cavidad. Sin embargo,
se observa que la dinámica del QS no decae completamente, como consecuencia
del acoplamiento ultrafuerte, es decir, los términos anti-rotativos generan fotones
y debido a que la variedad de excitación no se restringe a un fotón, se introducen
nuevos fotones que permiten la excitación del qubit. En contraste a lo analizado
en el protocolo de los DQDs, toda la dinámica se desarrollaba en el limite de un
fotón. Particularmente, para tiempos entre 3,36 ns y 7,20 ns, la fase del qubit oscila
en el plano y decae cerca del estado base, como se puede ver en la figura 4-7(c).
En la tercera etapa del protocolo, el qubit es desacoplado y el resonador permanece
durante un tiempo de almacenamiento de tB. Para determinar el estado que se
guarda en el resonador en algún tiempo de almacenamiento, por ejemplo fijamos
para un tiempo de 16,8 ns y se determina la tomograf́ıa del estado, como se puede
observar en la figura 4-7(d). La ocupación se encuentra mayoritariamente en los
estados |0〉 y |1〉 con una pequeña contribución del estado |3〉. En la última etapa
del protocolo, el DQD entra en resonancia con el resonador durante medio periodo
de Rabi tB = π/2gDQS , donde el DQD experimenta una excitación (véase figura 4-
7e) y después de sacar en resonancia el resonador, el estado final transferido al DQD
se observa en la figura 4-7(f).
Para finalizar, se evalúa la semejanza del estado preparado con el transferido me-
diante la fidelidad en función del tiempo. Se encontró un comportamiento similar
a los obtenidos en el caṕıtulo 3, sin embargo, para tiempos en que se transfiere
el estado preparado al segundo qubit, el régimen de ultrafuerte permite rango de
fidelidadades más altos (40− 90 %) que en el régimen fuerte (20− 90 %).
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Figura 4-7.: El panel (a) representa las etapas del protocolo y en el panel (b) se
evidencias los efectos de este protocolo en el número medio de exci-
taciones. Panel (c) representa la esfera de Bloch para un intervalo de
tiempo del QS. En (d) para un tiempo de almacenamiento se calcula
el estado del resonador. En el panel (e) se muestra la evolución de la
fase del DQD y en (f) el estado final del DQD. Los parámetros son
iguales a la figura 4-5.
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Figura 4-8.: Fidelidad dinámica del estado transferido. Los parámetros son simila-
res a la figura 4-7.
5. Conclusiones
Se ha estudiado un sistema cuántico que consta de dos DQD que interactúan con
un resonador en común. En particular, hemos obtenido una ecuación maestra de
Lindblad dentro del marco SHL y se presta una especial atención al coeficiente de
reflexión y la concurrencia. Los resultados nos han llevado a concluir que la gene-
ración de entrelazamiento qubit-qubit, mediada por un bus fotónico, es factible en
experimentos recientes que trabajan con excitación de potencia media y en el régi-
men de sobre-acoplamiento. Además, al comparar los reǵımenes de cavidad-qubits
resonante y no resonante, se obtiene un entrelazamiento mayor en el primer ca-
so, donde la interacción qubit-qubit está mediada por fotones reales. En el caso
de una situación experimental más desafiante, se disminuyó las pérdidas de los qu-
bits, obteniendo un entrelazamiento del orden de 70 %. Adicionalmente, se exploró
y se encontró una relación entre el coeficiente de reflexión y la concurrencia para
determinar el entrelazamiento. Esto indica que el entrelazamiento podŕıa ser pre-
senciado por una usual medición de espectroscopia. Estos hallazgos demuestran que
el entrelazamiento aumenta cuando la reflexión disminuye, exceptuando cuando la
desintonización entre la frecuencia de la fuente externa y los qubits es grande. Igual-
mente, como resultado de la fidelidad dinámica, se demuestra que este sistema es
un candidato para transferir un estado preparado de un DQD a otro, por medio
de un resonador y de almacenamiento momentáneo de la información por el fotón
(memoria cuántica).
Por otro lado, para el sistema de qubits semiconductor-superconductor acoplados al
mismo resonador en los reǵımenes fuerte-ultrafuerte, se demostró por medio de los
coeficientes de Hopfield, la capacidad del fotón de transmitir el comportamiento de
acoplamiento por paridades de un qubit en el régimen ultrafuerte al qubit que estaba
en un régimen fuerte. Adicionalmente, aprovechando que los términos anti-rotantes
se comportan como un bombeo de fotones, se encontró que el entrelazamiento entre
los qubits oscila y decae muy rápidamente en comparación con el primer sistema
estudiado en el caṕıtulo 3, donde el entrelazamiento qubit-qubit se mantiene hasta
el estado estacionario. Finalmente, se analizó la transferencia cuántica de estados
preparados desde un régimen de ultrafuerte a fuerte. Se determinó un grado de trans-
ferencia alto debido a la interacción ultrafuerte del estado preparado a transmitir
por medio del resonador al otro qubit.
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5.1. Trabajo futuro
Con fines de implementación de sistemas escalables para arquitecturas en compu-
tación cuántica, seŕıa deseable estudiar la dinámica de dos o más qubits (modelo de
Dicke) interactuando con un único modo bosónico en el régimen de acoplamiento
ultrafuerte-fuerte, para evaluar las propiedades de entrelazamiento y transferencia
cuántica. Por otro lado, en el estudio de qubits en el régimen ultrafuerte bajo un




, es interesante para
explorar el comportamiento de las diferentes paridades de excitación. Por último, di-
señar o calcular con otro tipo cuantificador la fidelidad, debido a que su dependencia







El operador paridad Π = −σz(−1)a
†a = −σzei
†a tiene valores propios p = ±1, el
cual divide los estados del modelo dentro de dos cadenas: pares e impares. Teniendo
en cuenta el Hamiltoniano de Rabi cuántico obtenemos:










y teniendo en cuenta las siguientes propiedades: σz = |1〉 〈1| − |0〉 〈0|, σ2z = 1,
σx = (σ+ + σ−), σ+ = |1〉 〈0|, σ− = |0〉 〈1| y [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B, llegamos
a:
















Finalmente utilizando las siguientes relaciones: (Libro scully, sargent)
[σ±, σz] = ∓2σ±,










se demuestra que el operador paridad conmuta con HRQM
B. Relación input-output para un
modelo de Taives-Cummings
Considerando el Hamiltoniano total para el campo de la cavidad y qubits interac-
tuando con modos externos bk y Bk, respectivamente:


























































donde g (ωext,k) es la constante de interacción entre la cavidad y los modos externos
debido a fuentes de excitación; g (ωc,k) representa la constante de interacción entre
la cavidad y los modos del entorno; gj (ωΓ,k) es la interacción entre los qubits y









se obtienen la ecuaciones de movimineto de Heisenberg para lo operadores del sis-
temas y de los modos externos:
ȧ (t) = i [H (t) , a (t)] = i [HS (t) , a (t)]−
∫
dωk [g (ωext,k) + g (ωc,k)] bk (t)
σ̇j
(−) (t) = i
[











ḃk (t) = i [H (t) , bk (t)] = −iωkbk + [g (ωext,k) + g (ωc,k)] a (t)
Ḃk (t) = i [H (t) , Bk (t)] = −iωΓ,kBk + gj (ωΓ,k)σ(−)j (t) (B-4)
Las soluciones para las ecuaciones de movimiento para bk y Bk, se puede escribir de
dos maneras dependiendo de si elegimos resolver en términos de condiciones iniciales
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en el tiempo t0 < t (input), o en términos de las condiciones finales en los tiempos
t1 > t (output). Las dos soluciones son:
bk (t) = bk (t0) e








bk (t) = bk (t1) e









Bk (t) = Bk (t0) e












Sustituyendo la solución de bk y Bk para t0 < t en las ecuaciones de movimiento
para a y σj, se obtiene:
ȧ (t) = i [HS (t) , a (t)]−
∫














(−) (t) = i
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Definiendo g2 (ωc,k, ωext,k) = [g (ωext,k) + g (ωc,k)]
2. Adicionalmente, usando la apro-
ximación de Markov, donde el ancho de banda de los modos externos es grande, se
asume que la constante de acoplamiento g (ωc,k, ωext,k) cambia lentamente con k, es
decir, g (ωc,k, ωext,k) ≈ g (ωc, ωext), g (ωext,k) ≈ g (ωext) y gj (ωΓ,k) ≈ gj (ωΓ). Para el
caso de bk(t0) (bk(t1)), la interacción baño-cavidad g (ωc,k) y g (ωΓ,k) son cero, debido
a que los modos actúan en el tiempo t (t1). Aśı, las dos ecuaciones de movimiento
tienen la siguiente forma














, t0 < t;














, t < t1; (B-8)
σ̇j
(−) (t) = i
[



















Ahora, utilizando las propiedades la función delta,∫ t
t0
dt′f (t′) δ (t− t′) =
∫ t1
t






ωk(t−t′) = 2πδ (t− t′) . (B-11)













Las ecuaciones quedan de la forma:
ȧ (t) = i [HS (t) , a (t)] +
√








(−) (t) = i
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donde g2 (ωext) = κext, g
2 (ωext, ωc) = κext + κc y g
2
j (ωΓ) = γφ,j + 2γj, se obtine:





(κext + κc) a (t) , t0 < t;





(κext + κc) a (t) , t < t1. (B-14)
Las ecuaciones anteriores son ecuaciones de Langevin para la amplitud amortigua-
da a(t) en las que los términos de ruido aparecen expĺıcitamente como el campo
de entrada (salida). En la ecuación (B-14), el operador de salida aout(t) representa
el acoplamiento del sistema a modos externos futuros. Por lo tanto, esta ecuación
representa la evolución hacia atrás del sistema que resulta en el término de amorti-









y la ecuación de movimiento para los qubits es:
σ̇j
(−) (t) = i
[










j (t) . (B-16)
Luego, aplicando la transformada de Fourier,
σ
(−)
j (ω) = −
igj
i (ωj − ω) + γφ,j + γj2
a(ω) = −iχja(ω) (B-17)
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i (ωr − ω) + g1χ1 + g2χ2 + 12 (κc − κext)
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